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Dans ce travail je montre que pour tout anneau de Dedekind A ayant un 
groupe des classes d’idCaux C(A) fini, il existe une constante q plus grande 
que 1 telle que la propriS suivante (E,) soit vraie dans A: 
Pour toutesfamilles finies (a,), < icr et (h,), G iG,, . . 
d’blPments extrkmaux de A tels que 
on a ntkessairement 
W,) 
llq6rls6q. 
Dans [2] Carlitz a montrt que si A est l’anneau des entiers d’un corps de 
nombres dont le groupe des classes a au plus deux Cltments, on peut pren- 
dre q = 1. Dans [3] nous montrons que q = 1 convient dans bien d’autres 
cas et mCme pour certains anneaux de Dedekind dont le groupe des classes 
est inhi. 
La constante q dkpendra de la structure du groupe C(A) et de la rCparti- 
tion des idCaux premiers parmi les classes d’idkaux. Dans certains cas il 
sera possible de dtterminer la meilleure constante q. 
Deux applications termineront ce travail: 
(i) comment obtenir des renseignements sur le nombre et l’inversibi- 
liti: des racines de certaines familles de poiynbmes A coefficients dans un 
anneau (de Dedekind) Grifiant (E,); 
(ii) comment minorer le nombre des classes d’idCaux des anneaux 
des entiers des corps de nombres quadratiques imaginaires. 
229 
OO21-8693/86 $3.00 
Copyright $3 1986 by Academic Press, Inc. 
All rights of reproduchon in any form reserved. 
230 JEAN-LUC STJZFAN 
Quelques conventions: A designera un anneau de Dedekind dont le 
groupe des classes d’idtaux-note C(A) ou simplement Cest lini; le 
cardinal de C sera note h(A) ou h. Un ideal premier de A sera toujours 
suppose non nul. Lorsque h = 1, A est factoriel et verifiera (E, ) de maniere 
Cvidente; dans la suite je supposerai done toujours h > 2. 
Soit alors a un element non nul et non inversible de A; l’idtal aA engen- 
drt par a s’ecrit de facon unique comme produit d’un nombre fini k(a) 
d’idtaux premiers de A (distincts ou non): 
aA = I, . . . I,+,) 
En passant aux classes d’ideaux, j’obtiens une famille F = (cl(Z,)), S ,Gk(u) 
d’clements de C dont la somme est nulle dans C. 11 est facile de verifier le 
LEMME 1. A est extrtmal darts A si et seulement si toute sous-famille 
propre de F a une somme non nulle dans C. 
LEMME 2. k(a) < h pour tout element extremal de A. 
Ce rbultat est une consequence immediate du Lemme 1 et du 
LEMME 3. Soit G un groupe abelien ayant un nombre fini h d’elements; 
alors de toute famille de h elements de G-distincts ou non-on peut extraire 
une sous-famille de somme nulle. 
Preuve. Soit (g,)l GiGh cette famille, parmi les h elements de G suivants: 
oi=g,+ . . . + gi, 1 d i< h, ou bien l’un est nul ou bien il existe deux indi- 
ces i, < i, tels que oil = wi, et alors gi, + i + . . . + gh = 0. 
Le resultat du lemme 3 peut &tre ameliore: j’appelle N(G) l’ensemble des 
entiers naturels (non nuls) m tels que de tout famille de m elements de 
Gdistincts ou non-on puisse extraire une sous-famille de somme nulle; 
N(G) est non vide (lemme 3) done admet un plus petit element note l(G). 
Remarque 1. (i) Lorsque G est cyclique, il est facile de voir que 
l(G) = h. 
(ii) Lorsque G est isomorphe a Z/n,H@Z/n,Z ou n, divise n, et n, 
n’a pas d’autres diviseurs premiers que 2 ou 3, je peux montrer que l(G) = 
n, +n,- 1. 
(iii) Dans le cas general, G Ctant isomorphe g 
Z/n,Z@ ... @Z/n,B avecnidiviseni+,, l<i<t-1, 
il vient facilement 
Z(G)>,n, + ... +n,+t-1. 
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La question qui se pose alors: a-t-on toujours 
l(G)=n, + ... +n,+ t- l? 
Ce qui precede la remarque 1 me permet d’enoncer le 
LEMME 2 (bis). k(a) d l(C) pour tout Ple’ment extrPrna1 a de A. 
LEMME 4. S’il existe un entier nature1 M plus grand que 2 tel que pour 
tout t%hent extrthal a de A l’on ait k(a) < M, alors A vPrifie (E,) pour 
q = M/2. 
Preuve. Soit a, . . a,A = b, . b, A avec les ai et les b, extremaux dans 
A. Puisque A est de Dedekind, les decompositions des deux membres en 
produits d’ideaux premiers ont les memes termes; en particulier: 
i k(a,)= i k(b,)= k 
i= I i= I 
et le nombre x des ideaux premiers principaux est le m&me dans chaque 
membre. 
Quitte a changer les indices, je peux supposer que k(a,) = 1 pour 
l<i<xetk(b,)=l pour l<j<x. 
Si x = r alors necessairement x = s et c’est fini; sinon j’obtiens 
et 
x+2(r-x)<kdx+M(r-x) 
x+2(s-x)dkdx+M(s-x) 
et le rtsultat annonce en dtcoule. 
Des deux lemmes precedents je deduis la 
PROPOSITION 1. A vhifie ( EY) pour q = I( C( A))/2. 
Cette constante q est-elle la plus petite possible? Cela va dependre de la 
repartition des idtaux premiers parmi les classes d’idtaux: 
PROPOSITION 2. La borne l(C)/2 est atteinte lorsque toute classe d’ideaux 
de A (sauf Pventuellement la classe principale) contient au moins un idkal pre- 
mier de A. 
Preuve. D’apres la definition de 1(C), il existe une famille (g,)r < ; < ,- , . . 
(avec I= Z(C)) d’elements de C telle qu’aucune sous-famille ne soit de 
somme nulle; par hypothese, il existe des ideaux premiers J, ,..., J,-, , I 
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(resp. J; ,..., J;- r, I’) dont les classes sont dans l’ordre: g, ,..., g,- ,, 
-cf:f gi (resp. -gl,..., -g,- r, Cf: : gi). Avec ces choix et en utilisant le 
lemme 1 il vient 
JiJ: = UiA, l<i<l-1, II’=a,A, 
J, ‘..J,p,I=b,A, 
J;...J;p,I’=b,A, 
oh tous les elements ai, 1 d id I, b, et b2 sont extrtmaux dans A et veritient 
a1 . . . a,A = b, b, A; d’oti la proposition 2. 
La repartition des idtaux premiers n’est pas aussi uniforme dans le cas 
general (cf. [3] a ce sujet ainsi que pour la justification de l’existence des 
anneaux de Dedekind qui apparaissent ci-dessous). 
Lorsqu’on connait l’ensemble aDa des classes d’idtaux contenant au 
moins un idkal premier non principal, la borne de la proposition 1 peut 
&tre amkliorke: 
PROPOSITION 3. Lorsque C(A) est isomorphe li la somme directe des 
sous-groupes cycliques engendrks par les d@rents Sments de P,, alors A 
vtr$e (E,) pour q = m/2 oti m est le plus grand des ordres des ClPments de 
p, ; cette constante &ant la plus petite possible. 
Preuve. I1 suffit de remarquer que pour tout element extremal a de A 
on a alors k(a) <m et il existe a tel que k(a) = m; puis on applique le 
lemme 4. 
--- 
EXEMPLE. Pour C(A) = 27307 et P, = (6, 10, 15) m est tgal g 5 tandis 
que l(C(A))= 30. 
Remarque 2. (i) lorsque C(A) est infini, k(a) nest pas necessairement 
major6 par une constante indkpendante de I’ClCment extrbmal a considS; 
cependant mCme dans cette situation, le rapport r/s peut Ztre born& 
EXEMPLE. C(A)=ZetP,={-l}uN*:siZestunidtalpremierdans 
la classe - 1 et J, un idbal premier dans la classe n, alors a,A = PJ, avec 
a, extrtmal et k(a,) = n + 1. De plus il est facile de voir qu’un tel anneau 
vCrifie (E, ). 
(ii) Jusqu’g prhent tous les anneaux considhts Ctaient des anneaux 
de Dedekind; en fait les rhultats sont encore vrais dans les anneaux de 
Krull (les dCmonstrations se gtntralisent naturellement). 
(ii) Z[J-3] n’est pas un anneau de Krull mais il vCrifie (E,), voir 
c41. 
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F%EMII?RE APPLICATION 
Dans cette partie B dksigne un anneau (intkgre) ayant les deux proprik- 
tts suivantes: 
(i) Tout Gment non nul et non inversible de B se dtcompose en 
produit d’tltments extrkmaux de B, 
(ii) B vkritie (E,). 
D’autre part, a, ,..., a, dtsignent des tlkments extrkmaux de B. 
PROPOSITION 4. Soit P un polyn8me unitaire ci coefficients dans B et tel 
que P(O)=a,...a,; alors le nombre de racines non inversibles de P duns B 
est au plus &gal ci rq. 
Preuve. Si x1 ,..., x, sont les racines non inversibles de P dans B, alors P 
est divisible par le produit des polynames X-xi, 1 <j< s; il en dkoule 
que al . . . a, = x, . . . x, b avec b non nul dans B; soit y , . . . y, une dkcompo- 
sition du second membre en produit d’kltments extrkmaux de B, alors t 2 s 
et puisque B v&lie (E,) il vient s d rq. 
EXEMPLE. Soit B l’anneau des entiers de Q[j’-23], C(B) = 2737 (cf. 
[l]) done B v&tie (E,) pour q=$; 
soit P(x)=X”+X’~~+X”-~+ . . . +8, ,=3iJ=.3-&% 
2 2 
(ces deux kltments sont extrtmaux dans B comme on peut le voir en pas- 
sant aux normes). 
Ici rq = 3; comme de plus 1 et - 1 sont les seules unit&s de B, il dkcoule 
de la proposition 4 que P a au plus 
trois racines dans Q[&%] ). 
trois racines dans B (done aussi au plus 
PROPOSITION 5. Soit P(X) = c,x” + ... + c,X+ a, ... a, avec les ci duns 
B; soit t le plus petit des indices i tels que c, # 0; alors lorsque t > rq les raci- 
nes de P duns B sont toutes inversibles dans B. 
Preuve. Si P admet une racine x dans B alors x’R(x) = -a, . . . a, done 
x # 0 et R(x) # 0; si x n’est pas inversible alors x’R(x) = y, . . . y, avec les yi 
extrkmaux dans B et s > t, comme B vkrifie (E,) il faut que t < rq; d’oti la 
proposition. 
EXAMPLE. Avec le mCme anneau que dans l’exemple prkkdent, soit 
P(X)=X’-X4-8;commerq=3, t=4, P(l)#OetP(-l)#Oilvientque 
P n’a pas de racine dans B (ni dans Q[,/%] ). 
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Un cas particulier: Si de plus les seules unit& de B sont 1 et - 1, alors 
pour tout entier n 2 2 tel que X’ - 2 n’a pas de racine dans B, le polynBme 
P(X)=x”(X2”- l)‘+a,...a, 
n’a pas de racine dans B d& que m + t > rq. 
EXAMPLE. P(X) = X4(X4 - 1)’ - 120 n’a pas de racine dans Q[m]: 
en effet, dans l’anneau des entiers de Q[,/-23] deja utilid plus haut, j’ai 
120=(3+~)(3-~)(3)(5), 
ces elements Ctant extrtmaux; de plus m + t = 7 rq = 4. 5 = 6. 
DEUXI~E APPLICATION 
Soit d un entier nature1 non nul et saris facteur carrt; je note Ad l’anneau 
des entiers de Q[J-d] et h, le nombre des classes d’ideaux deA,. 
PROPOSITION 6. Si d= p, .. ’ pk ou les pi sont des entiers naturels pre- 
miers et distincts, alors 
4W,)) B k 
en particulier hd 2 k. 
Preuve. Pour k = 1 le resultat est trivial; comme de plus hd = 1 si et seu- 
lement si hdE ( 1,2, 3, 7, 11, 19,43,67, 163 1, le resultat est vrai pour k = 2. 
Les elements @, -J-d, p 1 ,..., pk sont extremaux dans A, (verification 
aisee), (fl)(-&$=p,...pk d one la proposition 1 permet de con- 
clure. 
COROLLAIRE 6- 1. Pour chercher les valeurs de d pour lesquelles 
C( Ad) N Z/nE 
oti n est un entier donne, il sujj% de se limiter aux d ayant au plus n diviseurs 
premiers distincts dans Z. 
PROPOSITION 7. Pour d = 1 ou 2 mod 4, soit k le nonibre de diviseurs pre- 
miers (distincts ou non) de 1 + d dans Z; alors lorsque d> 3 on a 
l(C(A,)) > k. 
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Preuue. 1 + d= p1 “‘pk, les pi Ctant premiers dans Z done non inversi- 
bles dans A,,, je peux ecrire p1 . .. pk = o1 ... w, avec les oi extremaux 
dans A, et t 2 k; comme 1 + J-d et son conjugue sont aussi extremaux 
dans A,, l’egalite (1 + fl)( 1 - c) = w1 . . . o, et la proposition 1 
permettent de conclure (avec les hypotheses faites sur d, A, n’est pas 
principal). 
PROPOSITION 8. Soit d tel que d- 3 mod 4 et 1 + d n’est pas un cart+ 
duns Z, lorsque le nom&e k des diviseurs premiers (distincts ou non) de 
(1 + d)/4 duns Z est plus grand que 3, on a 
l(C(A,)) 2 k. 
Preuve. La demonstration est analogue a celle faite pour la proposition 
precedente n partant cette fois de l’egalid 
(l’inegalite k > 3 assure que Ad n’est pas principal et l’hypothese “1 + d n’est 
pas un carre” est necessaire pour l’irrtductibilite de (1 + fl)/2). 
EXEMPLE. d = 319: la proposition 7 donne l(C(A,)) > 2 tandis que la pro- 
position 9 fournit 5 comme minorant. 
PROPOSITION 9. Si d n’est pas premier, d= 3 mod 4 et s’il existe un 
entier premier p tel que: 
(i) p divise d 
(ii) p~3mod4 
(iii) (p*+d)/4=p,... pk avec les p, premiers duns Z, alors on a 
4C(&)) 2 k 
Preuve. M&me raisonnement que prtcedemment a partir de 
EXEMPLE. d= 231: la proposition 7 donne I( C(A,)) >, 3 tandis que la 
proposition 10 fournit 4 comme minorant (en fait h231 = 6 d ‘apres [l] 
done I(C(A,)) = 6). 
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